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1. INTRODUCTION

Soit A un nombre complexe non nul, et f un difféfomorphisme holomorphe
au voisinage d’un point fixe, qu’on ramene & 'origine, telle que f’(0) = A. On
dit que f est linéarisable en 0, s’il existe un difféomorphisme A holomorphe au
voisinage de 0, laissant fixe le point 0, et de multiplicateur h’(0) = 1, vérifiant
I’équation fonctionnelle :

foh=hoR) (1)

ol Ry est la rotation Ry(z) = Az, (z € C). h est appelée la linéarisante de f.

L’étude de I’équation (1) est attribuée & H. Poincaré, lorsque |\ # 1,
[5]. I1 a montré que, si [A| < 1, alors f est linéarisable en 0. Si |[A\| > 1, on
se ramene au premier cas, en considérant la réciproque de f, au voisinage
de 0. On remarque que f et sa réciproque, au voisinage de 0, ont la méme
linéarisante.

Si X est une racine de 'unité, et si f n’est pas la rotation Ry, f n’est pas
linéarisable en 0, [1].

Si A = e?™@ avec a € R\ Q. La nature arithmétique de a, joue un role
essentielle dans I’étude de I’équation (1). En 1965 A. Brujno [3], considere la
suite (pn/qn) des réduites du développement en fraction continue du nombre
a. En posant : B(a) =), 108 ¢nt1/qn, appelé le nombre de Brujno, even-
tuellement infini, de . Il montre que si B(a) est fini, alors f est linéarisable
en 0. Et ce n’est qu'en 1987 C. J. Yoccoz [6] montra la réciproque pour les
polynomes quadratiques.

351



352 A. ATTIOUI, A. AZHARI

L’objet de ce travail est d’obtenir des résultats analogues pour les difféo-
morphismes analytiques a éléments dans une algebre de Banach (A4, || ||), com-
plexe commutative et unitaire, d’unité e. Etant donné, un élément inversible
ade A, et f(z) =ax+) .7, ap,x™ une série convergente au voisinage de 0, out
(an) est une suite de A. On cherche une solution h, de I’équation fonctionnelle
foh = hoR,, de méme type que f, laissant invariant ’origine et dont la
partie linéaire est I'identité. Algébriquement, il est facile de déterminer une
unique série formelle h, & coéfficients dans A, solution de cette équation. Par
ailleurs, la convergence de cette série h est assurée moyennant une hypothese
sur le spectre de a.

Dans toute la suite, on désigne par Inv(A) le groupe des éléments inver-
sibles de A, et par X(A) le spectre de A, c’est l'espace des caracteres x de
A, ie. x : A — C morphisme d’algebre tel que x(e) = 1. Pour tout x € A, le
spectre de z est la partie Sp(z) = {\A € C/(Ae —z) € A\ Inv(A)}. Le rayon
spectrale de x est le nombre p(z) = SUP\cSp(2) |A|. La transformée de Gelfand
de x est lapplication & de X (A) dans C définie par : Z(x) = x(x), x € X(4).
L’application Z ne prend pas la valeur 0 si x € Inv(A).

2. GERMES DE DIFFEOMORPHISMES ANALYTIQUES

Une fonction analytique en 0, c’est une série formelle de A[[X]], qui conver-
ge au voisinage de 0, plus précisemment on a :

DEFINITION 1. On dit qu'une fonction f est analytique en 0, s’il existe une
suite (ay,) d’éléments de A, et un voisinage V de 0, dans A, tels que : Pour
tout € V, la série de terme général (a,z™) converge, et f(z) =Y 7 a,z".
On dit que f est un difféomorphisme analytique en 0, si f est analytique en
0, f(0) =0, et f admet une fonction réciproque qui soit analytique en 0.

On définit une relation d’équivalence sur ’ensemble des difféomorphismes
analytiques en 0, qui est un groupe pour la loi de composition, par : f ~ g <
f = g dans un voisinage de 0. On désigne par (A,0) l'ensemble des classes
d’équivalences de cette relation. Un élément f de (A,0) est appelé germe de
difféomorphisme analytique en 0. Dans la suite tout élément de la classe f, on
le notera aussi par f.

PROPOSITION 1. Soit a € Inv(A), et soit f analytique en 0, telle que
f(0) = 0, et f'(0) = R,, ou R, est, Pautomorphisme de A, définie par :
Ru(h) = ah, (h € A). Alors f est un difféomorphisme analytique de (A,0).
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Démonstration. Ecrivons f sous la forme f(z) = az + Y -7, a,z™, pour
lz|l < n, (n > 0). Soit g une série formelle de A[z]], g(z) = > 7, bya™,
avec by = a~!. De la relation f(g(x)) = x, on montre que, pour tout n > 2,
ab, = Py(az,...,an,b1,...,bp—1), o0t P, est un polynéme en 2n—2 variables &
coéfficients entiers positifs. On en déduit, par récurrence, I’existence et I'unicité
de la suite (by)n>2.

Il reste a montrer la convergence de la série g, dans un voisinage de 0. Pour
tout n > 2,on a:

6all < lla™ 1 Pu(llazll, - lanll, [161ll, - - 1ba—vll) (1)

Soit 7 > r > 0, alors la suite (r"a,) est bornée dans A. Posons M =
SUp,,>1 ||an||r™ . La relation (1) devient

_ M M
ol < =12 (S5 Bl ) )

Considérons la suite récurrente, de nombres réels positifs, définie par a; =
la=t|, et pour tout n > 2, ay, = |la” || Po(M/r?, ..., M/r™ a1,...,cn_1).
La série entiere complexe a(z) = > o2 | ap2", admet la série entiére 5(z) =
la= |7tz = 3000, M 2n comme série réciproque. La série a a donc un rayon
de convergence non nul. De la relation (2) on montre, par récurence, que pour
tout n > 1, ||by|| < ay,. D’ot1 la convergence de g au voisinage de 0. On termine

la preuve grace au théoreme de la fonction inverse. [

L’exemple suivant montre que le calcul fonctionnel holomorphe, [2], permet
de prolonger un germe de difféomorphisme analytique de (C,0) & un germe de
difféomorphisme analytique de (A, 0).

EXEMPLE 1. Soit f un germe de difféomorphisme analytique de (C,0).
Il existe un ouvert V de C, contenat 0, dans lequel f s’écrit sous la forme
d’une série entiere. Soit Q@ = {x € A/Sp(z) C V}, alors Q est un ouvert
de A, contenant 0. Le calcul fonctionnel holomorphe, permet de définir une
application analytique f de © dans A par [2] :

Fla) = - /8 1o )

"~ 2mi

ou V, est un domaine de Cauchy, tel que Sp(z) C V, C V, C V. En parti-
culier , f est analytique en 0. De la méme facon, on peut définir "application
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analytique en 0, f—1. D’aprés la formule de la composition du calcul fonction-
nel holomorphe, on a : pour tout z € Q, f~1o f(z) = f~1o f(x) = z, alors
fl= ?_1. Donc f € (A,0).

EXEMPLE 2. Soit a € Inv(A), les applications f et g définies au voisinage
de 0 par

fle)y=> a"a", gly)=a'> y"
n=1 n=1

sont analytiques en 0. On vérifie facilement que f et g sont réciproques I'une
de l'autre, dans un voisinage convenable de 0. Donc f est un difféomorphisme
analytique en 0.

EXEMPLE 3. Soit a € Inv(A), application f(z) = a(z — 2?), est analy-
tique en 0. Dans un voisinage de 0, f admet une fonction réciproque g qui
est aussi analytique en 0 (Proposittion 1). Pour déterminer explicitement la
fonction g, nous considérons la série entiere complexe, 1+ 2z =Y 7 o 2",
pour |z| < 1. Alors I'application g est définie, dans un voisinage de 0, par :

29(y) = = 30l (—4a™ ) any™.

Remarque 1. L’exemple 1 montre qu’on peut prolonger un germe de (C, 0)
a un germe de (A,0). Inversement, on peut a partir d'un germe de (4,0)
construire des germes de (C,0) de la maniére suivante. Soit f € (A,0), il
existe n > 0, et une suite (a,),>2 de A, tels que :

[e.e]
f(z) =azx + Zanx", pour tout ||z| < n.

n=2

Alors a € Inv(A). Pour tout x € X(A), on désigne par fX, Papplication définie
sur le disque D,, a valeurs complexes :

Pz = x(@)z + 3 x(an)="
n=2

Alors fX est un germe de difféomorphisme analytique de (C, 0), tel que fX(0) =
0 et (f¥)'(0) = x(a).
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3. LINEARISATION DES GERMES DE DIFFEOMORPHISMES ANALYTIQUES EN 0

Soit a € Inv(A), on désigne par G,(A), 'ensemble des germes de difféomor-
phismes analytiques f de (A,0), tels que f(0) = 0 et f(0) = R,, ou R, est
lautomorphisme de A défini par : Ry(x) = az, (x € A). Si f € Go(A), f
peut s’écrire comme somme d’une série de puissances au voisinage de 0. On
dit que f est non linéaire, si I'un des coéfficients de cette série, autre que
a, est inversible. On introduit la définition suivante qui correspond a celle
mentionnée dans [4], en dimension 1.

DEFINITION 2. Soit f € G4(A), on dit que f est linéarisable en 0, s’il
existe h analytique au voisinage de 0, telle que h(0) = 0 et A'(0) = R,
vérifiant ’équation foncionnelle f o h = h o R, h est appelée la linéarisante
de f. Une telle h est alors dans G¢(A), d’aprés la proposition 1.

Dans le théoreme suivant, nous donnons une condition nécessaire pour
qu'un germe de difféomorphisme analytique de (A4, 0) soit linéarisable. Pour
la définition de fX, voir la remarque 1.

THEOREME 1. Soit a € Inv(A), si f € G4(A) est linéarisable en 0 dans A,
alors pour tout x de X(A), fX est linéarisable en 0 dans C.

Démonstration. Soit h la linéarisante de f, h(z) = z + > 7, apa™, pour
tout ||z|| < n, o p > 0, et (hy)n>2 une suite de A. Pour tout x de X(A),
considérons I'application analytique complexe définie pour tout |z| < n par :
hX(z) = z4+Y o2 5 X(hy)2™. Alors fX est linéarisable en 0, et sa linéarisante est
hX, en effet, pour tout |z| < n, ona: fXohX(z) = x(foh(z.e)) = x(h(z.a)) =
h*(x(a)z). 1

Le théoreme suivant montre que la linéarisation dans A des germes de
difféomorphismes analytiques de (A, 0), qui proviennent de (C, 0), est la méme
que celle dans le plan complexe.

THEOREME 2. Soit f un germe de difféomorphisme analytique de (C,0),
tel que f(0) = 0 et f'(0) = A non nul. Alors f € Gy (A), et pour que f soit
linéarisable en 0 il faut et il suffit que f le soit. (f est définie dans I'exemple 1).

Démonstration. On a vu que f € (A,0), f(0) =0 et 7(0) = R .. Il existe
r > 0, et une suite de complexe (A, )n>2 tels que f(z) = Az+Y o0 5 Ap2™, pour
tout z € D, = {z € C/|z| < r}. Soit Q, = {x € A/Sp(x) C D,} , alors £, est
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ouvert de A contenant 0, et pour tout z € Q. on a: f(z) = Az + > o0y Ayz™.
Si f est linéarisable, et h sa linéarisante. Alors h est analytique en 0 . La
formule de composition du calcul fonctionnel holomorphe donne : f o h =
foh=hoR)y=hoR),.

Inversement, si f est linéarisable, et H sa linéarisante. Puisque H est
analytique en 0, il existe un ouvert V' de A, contenat 0, et une suite (hy)n>1
d’éléments de A tels que : H(z) = Y7 | hpa™, pour tout z € V. De la relation
f(H(x)) = H(az), on montre facilement, par recurrence, que h, € C.e, pour
tout n > 1. Soit h 'application complexe définie dans l'ouvert, {z € C/z.e €

V'} par : h(z) = H(z.e), alors h est analytique en 0, et c’est la linéarisante de

|

THEOREME 3. Soit a € Inv(A) tel que a" — a € Inv(A), pour tout n > 2.
Si la suite ((a™ — a)~!),>2 est bornée, alors tout f de G,(A) est linéarisable
en 0.

Démonstration. Soit f € G4(A). On peut écrire f, sous la forme f(x) =
ar + Y o7 5 apx™, pour ||z|| < n, ot ) est un réel > 0, et (a,) est une suite
d’éléments de A. Quitte & remplacer f par Ry.o f o R;i, pour un A < 7
convenable, on peut supposer que pour tout n > 2, |la,| < 1.

On considere la série formelle de la linéarisante h de f, sans se préoccuper
de la convergence, a l'aide de la relation f(h(z)) = h(az), on détermine les
coéfficients de h. Nous montrons alors que la série construite est analytique
en 0, et nous obtenons donc le résultat.

Ecrivons h, formellement, sous la forme, h(z) = z+) 7, b,a™. La relation
f(h(x)) = h(ax) donne :

i bp(a™ —a)z™ = i an(z + bz - )"
n=2

n=2

Comme a" — a est inversible, pour tout n > 2. Alors, par une récurrence
simple, on détermine, de maniére unique, les coéfficients b,, en utilisant la
relation :

bp=e , by(a"—a)=Py(ag,...,an,b1,...,bp_1)

ou P, est un polynome en 2n—2 variables a coéfficients entiers positifs. Posons
M = sup,>, [|(a™ — a) ||, M est fini par hypothese. Alors, pour tout n > 2,
on a :

1ball < MPL(L, . 1 f[oall, - [16na])
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Considérons la suite réccurente de réels positifs (o, ),>1 définie par :
ar=1, a,=MP,(1,....1,a1,...,Qp_1) , n>2

La série entiere complexe, a(z) = > o2 apz™ vérifie 'équation : «a(z) —
MY > ,(a(z))" = z. Donc « est la fonction réciproque, au voisinage de
0, de la série complexe, de rayon de convergence 1, définie par f(z) = z —
MY >, 2" Ainsi, le rayon de convergence de « est non nul. Une récurrence
simple montre que, pour tout n > 1, [|by|| < «,. Donc la série formelle
h converge au voisinage de 0, par suite h est analytique en 0 et c’est la
linéarisante de f, ce qui termine la preuve. 1

L’étude de la linéarisation d’'un germe de difféomorphisme analytique de
Go(A) est de nature topologique, elle est indépendante de la métrique choisie.
On s’attend donc a ce que le spectre de a joue un role prépondérant pour cette
étude. Le résultat suivant montre des que le spectre ne contient pas de nombre
complexe de module un, la réponse au probleme de la linéarisation est positive.
Ce cas peut étre considérer comme ’analogue a celui étudié par Poincaré, dans
le plan complexe [5]. Nous utilisons les notations : D = {z € C/|z| < 1}, et
U={zeC/|z| =1}.

THEOREME 4. Soit a € Inv(A) tel que Sp(a) N U = @, alors tout f de
Go(A) est linéarisable en 0.

Démonstration. Soit f € G4(A), nous distinguons trois cas :

1) Si Sp(a) C D, alors pour tout n > 2, a — a™ est inversible. D’autre
part, puisque p(a) < 1, alors a™ — 0, par suite (a — a™)~! — a~!. Le résultat
découle donc du théoreme 2.

2) Si Sp(a) € C\D, alors Sp(a—!) C D. Si g désigne la fonction réciproque
de f, dans un voisinage de 0, alors g € G,-1(A). D’aprés le cas précédent, g
est linéarisable en 0. Soit A la linéarisante de g. Puisque ho R,-1 = go h, on
a:foh=fohoR,~10R;=fogohoR,=hoR,. Donc f est linéarisable
en 0, et sa linéarisante est h.

3) Si Sp(a) recontre D et C\ D. Soient X1 = {x € X(A4)/|x(a)| < 1} et
X2 son complémentaire dans X (A). Alors X; et Xo forment une partition de
X (A) en parties non vides et a la fois ouverts et fermés. Il existe un idempotent
e1, non trivial ([2], Théoreme 5, p. 109) tel que, si on pose e; = e — e,
la transformée de Gelfand €;, de e;, soit 'application caractéristique de X;.
Soit A; = e;A, alors A; est une algebre de Banach complexe commutative
unitaire, d'unité e; et A = A} @ Ay. Posons a; = e;a, alors a; € Inv(4;),
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et Spy,(ai) = {x(a;)/x € X;}. Donc Spy,(a1) C D et Spy,(az) € C\D.
Posons fi(z) = f(e;x) = e;if(x), alors fi € Gg,(A;), d’aprés les cas 1) et 2)
précédents, f; est linéarisable en 0, dans A;. Soit h; la linéarisante de f;, alors
h(z) = hi(e1x) + ha(eax) est analytique en 0, dans A. Dans un voisinage de
0, dans A, on a :

h(f(x)) = hi(erf(x)) + ha(e2f(z)) = ha o fi(x) + ho o fa(x)
= hi1(a1z) + ha(azx) = h(az)

Donc f est linéarisable en 0, et h est sa linéarisante. i

Suite au théoreme précédent, il reste a étudier le cas ou le spectre recontre
le cercle unité du plan complexe. Dans un premier cas, on a le résultat négatif
suivant. On pose Up = {e?™@/a € P}, pour une partie P de R.

THEOREME 5. Soit a € Inv(A), tel que Sp(a) N Ug est non vide. Si f €
Go(A) et f non linéaire, alors f n’est pas linéarisable en 0.

Démonstration. Soit x un caractére de X (A) tel que x(a) est une racine
de 'unité. Puisque f est non linéaire, on a fX n’est pas une rotation, et donc
n’est pas linéarisable en 0, [1]. D’aprés le théoreme 1, f n’est pas linéarisable
en 0. 1

Le théoreéme suivant donne aussi un résultat négatif. Ce résultat correspond
a celle de Yoccoz [6]. On note par B ’ensemble des réels irrationnels o dont
le nombre de Brujno B(«) est fini [3].

THEOREME 6. Soit a € Inv(A), tel que Sp(a) N Um\g)\p est non vide.
Alors il existe f € G4(A) qui n’est pas linéarisable en 0.

Démonstration. Soit x un caractére de X (A) tel que x(a) = €™ avec
a € R\Q et B(a) = oo, alors le polynéme complexe P(z) = e2™(z—22), n’est
pas linéarisable en 0 [6]. Considérons la fonction polynomiale définie dans A
par : f(z) = a(z — 2?), on a f € G4(A) (Exemple 3). D’aprés le théoréme 1,
f n’est pas linéarisable en 0, puisque fX = P ne l'est pas. |1
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