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1. INTRODUCTION

1.1. MOTIVATION. La cohomologie bornée réelle a été introduite par M.
Gromov [11] dans le but de trouver une borne inférieure au volume minimal
d’une variété différentielle. Le plus important des résultats obtenus par Gro-
mov [11] est que la cohomologie bornée réelle d’un espace topologique connexe
par arcs X est égale a la cohomologie bornée réelle de son groupe fondamental
m1(X). Ce résultat ramene 1'étude et la recherche des méthodes de calcul des
espaces de cohomologie bornée réelle au cas des groupes discrets.

Notons que les espaces de cohomologie bornée réelle au sens de Gromov
sont des espaces vectoriels réels semi-normés. Ainsi, depuis 1981, on ne trouve
dans la littérature que des résultats qui portent sur la structure de Banach et
la dimension des espaces de cohomologie bornée réelle de degré deux et trois
(cf. [1], [18], [20], .. .) ou des travaux qui cherchent & donner une interprétation
géométrique aux classes de cohomologie bornée de degré deux (cf. [14], [2], .. .).

Ces résultats ont motivé la recherche des méthodes de calcul des espaces
de cohomologie bornée au sens de Gromov notamment en utilisant la ma-
chinerie des suites spectrales. Ainsi, par exemple, A. Noskov [21] a associé a
une extension de groupes discrets, 1 - G — I' — Il — 1, une suite spec-
trale de Hochschild-Serre (E,"*,d,) qui converge vers la cohomologie bornée
du groupe I'. De méme, N. Monod et M. Burger [19], ont introduit la coho-
mologie bornée continue pour les groupes topologiques localement compacts
généralisant ainsi la cohomologie bornée au sens de Gromov des groupes dis-
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crets. De méme, pour la donnée d’une extension de groupes topologiques lo-
calement compacts 1 - G — I" — II — 1 ils ont établit I'existence de la suite
spectrale de Hochschild-Serre (E;*,d,) en cohomologie bornée. Cependant,
pour que Noskov [21] et Monod et Burger [19] arrivent & expliciter le sec-
ond terme E5? ils étaient obligés de supposer que les espaces de cohomologie
bornée du groupe G soient des espaces de Banach. Donc, les deux théorémes
de [21] et [19] laissent ouverte la question de I’expression des deux premiers
termes de la suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie bornée dans
le cas général.

L’objectif principal de notre travail est d’expliciter les deux premiers ter-
mes E" et Ey" de la suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie
bornée sans faire des hypotheéses supplémentaires. Pour atteindre cet ob-
jectif nous allons introduire la notion de cohomologie bornée d’un groupe
discret & coefficients dans un espace vectoriel réel semi-normé. Cette notion
de cohomologie bornée généralise en méme temps la cohomologie usuelle des
groupes discrets et la cohomologie bornée au sens de Gromov. Ensuite, dans un
deuxiéme temps, nous nous proposons de refaire les éléments de la théorie des
suites spectrales classiques (cf. [8], [10], [17],...) dans la catégorie des complexes
différentiels d’espaces vectoriels réels semi-normés. Puis, comme application de
cette théorie, pour toute extension de groupes discrets 1 - G - 1' - 11 — 1
nous associerons une suite spectrale de Hochschild-Serre (E,;"*,d,) qui con-
verge vers la cohomologie bornée du groupe I' et dont les deux premiers termes
EP? et EP? seront explicités sans faire d’hypothéses ni sur les groupes G, T
et II ni sur leurs espaces de cohomologie bornée.

1.2. COMMENTAIRE TOPOLOGIQUE. Suite aux recommandations du rap-
porteur de I'ancienne version de cet article, nous préférons d’abord discuter
quelques points sur la topologie quotient des espaces vectoriels réels semi-
normés avant d’exposer les principaux théoremes et résultats que nous démon-
trerons dans cet article.

Etant donné un espace vectoriel réel semi-normé (E,| - ||,) et un sous-
espace vectoriel ' C E muni de la topologie induite; on définit sur 'espace

vectoriel quotient E/F la semi-norme || - ||, , donnée par I'expression,

si z€ E/F alors | z|| gyp:=inf{]| z ||, /Vz € 2}.

11 est facile de démontrer que relativement & la semi-norme || la
surjection canonique ¢ : £ — E/F — 0 devient continue et ouverte.
Rappelons que la donnée d’une surjection linéaire continue, p: £ — F —

0, induit une bijection continue p : E/Ker(p) — F telle que p = go p. En

) ”E/F
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général, I'application inverse p—! : F — E/Ker(p) n’est pas continue (cf. [9]

exercice 2 du chapitre 12, page 58). Par contre, on sait que si une surjection
linéaire continue p : £ — F — 0 vérifie la condition d’inversibilité qui s’énonce
comme suit :

Jdk>0,Yye F= 3z € E,p(z) =y et Nzl <Ekl|ylr

on en déduit que I'application inverse p~! : F — E/Ker(p) vérifie I'inégalité
suivante,

177 ) | oo, =inf{ll 2 || V2 €p ") = o+Ker@)} <k [y, Yy F

s/Ker )

qui prouve bien que la bijection canonique p : F/Ker(p) — F est un homéo-
morphisme. Ainsi, en conséquence de la condition d’inversibilité, nous dédui-
sons que les espaces vectoriels topologiques semi-normés E/Ker(p) et F' sont
équivalents.

Notons que lorsque les espaces vectoriels réels E et F' sont des espaces de
Banach, grace au théoréme de 'application ouverte (cf. [6], [23]) ; on démontre
que tout opérateur linéaire continu surjectif p : £ — F — 0 vérifie la condition
d’inversibilité et que par conséquent la bijection canonique p : E/Ker(p) — F
est un isomorphisme de Banach.

Nous attirons l'attention du lecteur qu’il n’y a pas de théoreme de ’appli-
cation ouverte pour les opérateurs linéaires continus entre les espaces vectoriels
réels semi-normés. Ceci explique que la plus part des bijections continues que
nous construirons ci-dessous ne soient pas nécéssairement des homéomorphis-
mes. Cependant, dans la section 4, nous allons prouver que I’absence de la
condition d’inversibilté ne nous empéchera pas d’expliciter les deux premiers
termes E}* et Ey" de la suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie
bornée.

1.3. PRESENTATION DES RESULTATS. Tous les groupes que nous considé-
rons ici seront supposés discrets.

DEFINITION 1. Soient G un groupe discret et V un espace vectoriel réel
semi-normé (resp. de Banach). On dit que V' est un G-module borné (resp.
de Banach) §’il est muni d’une action linéaire du groupe G telle que chaque
élément g € G induit un opérateur linéaire continu g : V. — V de norme
|l g ||< 1. On note par g.v 'action de g sur un élément v € V.
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Pour tout G-module borné V' on désigne par C}'(G; V') 'espace vectoriel
réel des n-cochaines bornées non homogenes, ¢ : G" — V. La différentielle de
degré n > 0 d’une n-cochaine ¢ € C}'(G; V) est définie par ’expression,

on(f)(g1, s gn+1) = 91-f (92,7 Gnt1)
+Z(_1)Zf(gla y9iGi+1, " " agTLJrl)
i=1

+(=1)" " f (g1, gn)-

La cohomologie du complexe différentiel (C} (G; V'), d.) s’appelle cohomolo-
gie bornée du groupe G a coefficients dans le G-module borné V' et se note
par, H}(G,V) := Ker(d,) /Im(d,—1).

Notons que sur I'espace vectoriel Cj'(G; V) des cochaines bornées non ho-
mogeénes on définit une semi-norme naturelle donnée par,

si. ceGY(G;V) alors || ¢lloo=sup{l|l c(g) Il /g € G"}.

La semi-norme || - ||o induit donc une semi-norme par passage aux espaces
vectoriels quotient H}'(G; V) := Ker(d,,)/Im(d,—1). En particulier, quand Ies-
pace V = R on obtient un complexe différentiel (C}(G; R), d,) dont les termes
sont espaces de Banach et dont les espaces de cohomologie H;(G,R) s’ap-
pelle : cohomologie bornée réelle au sens de Gromov. Notons que le second
espace de cohomologie bornée réelle HZ(G,R) est un espace de Banach (cf.
[15]), mais de fagon générale, lorsque Ientier n > 3, 'espace de cohomologie
bornée réelle Hy'(G;R) n’est pas un espace de Banach (cf. [22]).

Dans la section 2 nous étudierons quelques propriétés élémentaires de la
cohomologie bornée a coefficients dans un G-module borné. De méme, nous
démontrons le résultat principal suivant qui jouera un role crucial pour ex-
pliciter le second terme E2*? de la suite spectrale de Hochschild-Serre en co-
homologie bornée avec coifficients.

PROPOSITION PRINCIPALE.  Soit 1 — G 5 T' % II — 1 une extension de
groupes discrets. Alors, pour tous les entiersp > 1 et ¢ > 0 on a :

Hp(IL, L (R[TTH], V) == HP(F (IL, La(RTH], V) = 0.

Ou R[['9H1] désigne I’espace vectoriel réel engendré par le produit cartésien
9! et Lo(R[I9TY], V) désigne l'espace des opérateurs linéaires continus p :
R[[9*] — V qui sont invariants par l'action du groupe G qu’on va définir
dans 2.1 (voir expression (3)).
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Dans la section 3 nous nous proposons de refaire la théorie des suites
spectrales dans la catégorie des espaces semi-normés. Plus précisément, nous
allons démontrer le théoréme suivant.

THEOREME PRINCIPALE A.  Soit (K*,d.) un complexe différentiel d’es-
paces vectoriels semi-normés que I’'on suppose muni d’une filtration décroissan-
te réguliére FPK™ C FP~'K™ qui induit & son tour une filtration décroissante
sur I'espace semi-normé H"(K*,d,) en posant :

FPHPT(K*, d,) == Im(j? : HPTU(FPK*,d,) — HPY(K*,d,).
Kk pkok

Alors, il existe une suite spectrale (E,"",d,”") qui posséde les propriétés suiv-
antes :

1. Pour chaque entier naturel r > 0 il existe une bijection canonique con-
tinue,
) ~ ) *7*
BP9 = HPYE™, dy).

2. Il existe une bijection canonique continue définie sur EV*? dans espace

d’homologie relative
FPK*
p+q —
H <F1’+1 K* )

qui envoie la différentielle di; sur I'opérateur de bord associé au triplet
(FPK*, FPTLK* FPT2K*),

3. Il existe une bijection canonique continue qui envoie la somme directe
p=n
n o __ p,N—p
%, = DEX
p=0

sur la somme directe

@1 FPH™(K*,d,)

~ HPYI(K*, d,).
FriiHn(K* . d,) (K", ds)

p=0

Autrement dit, la suite spectrale (E;”*,d,”") convergent vers l'espace de
cohomologie H™(K*,d,) :

FPK*

P4~ prpta
E7Y — H <FP+1K*

) — HPYI(K*,d,).
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Dans la section 4, malgré que les bijections canoniques continues EP>9 =
HP4(E ,d ) ne sont pas des homéomorphismes; nous allons démontrer qu’a

chaque extension de groupes discrets 1 — G — I' 3 II — 1 on pourra lui
associer une suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie bornée dont
les propriétés essentielles sont énoncées dans le :

THEOREME PRINCIPAL B.  Soient 1 — G = I' 5 II — 1 une extension
de groupes discrets et V' un I'-module borné. Alors, il existe une suite spec-
trale (E¥?, d,) de complexes différentiels semi-normés qui ont les propriétes
suivantes :

1. Il existe une bijection canonique continue du terme EY? dans I'espace
vectoriel semi-normé C}(II, H}(G,V')) des p-cochaines non homogénes
bornées sur le groupe 11 & valeurs dans l'espace vectoriel semi-normé
Hg (G, V).

2. 11 existe une bijection canonique continue du terme EY? dans Despace
de cohomologie bornée H}) (I1, H} (G, V')) associé au complexe différentiel
des cochaines non homogénes bornées (C} (IL, H}(G.V)),d,,).

3. La suite spectrale (EP?,d,) converge vers la cohomologie bornée du
groupe I' a valeurs dans le I'-module borné V :

EYT S HY(ILHY(G,V)) = HJTI(T,V).
En utilisant que les techniques élémentaires des suites spectrales, le théore-

me principal B nous permet de dégager les deux suites exactes suivantes :
1) Cas de cohomologie bornée & de coefficients dans un G-module borné V' :

0 — HY(ILVE) 2 BT, V) S HY(G, V)T S H2(1L,VE) B HE(T,V).
2) Cas de cohomologie bornée a coefficients dans un espace de Banach V
muni d’une G-action triviale (i.e Vg€ G,Yv €V, g-v =) :
0 — HZ(ILV) 2 HA(T,V) % Hy(G, V)™ % B} (11, V) 2 H(T, V).

Notons que ces deux suites exactes se trouvent dans [21] et [19]. Notons
aussi que dans [3] et [4], en travaillant en cohomologie bornée réelle sans
appliquer l'outil des suites spectrales; nous avons établit la suite exacte &
quatre termes

0 — H2(II,R) & H2(I,R) % Hy(G,R)™ 5 H3(IL,R)

ou ¢ est un opérateur linéaire continu. Actuellement, dans le papier [5] nous
avons démontré que 'opérateur d est égal & la différentiel ds.
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2. COHOMOLOGIE BORNEE D’'UN GROUPE DISCRET A COEFFICIENTS
DANS UN ESPACE VECTORIEL SEMI-NORME

Cette section sera consacrée a la définition de la notion de cohomolo-
gie bornée d’un groupe discret G a coeflicients dans un G-module borné V.
Pour cela nous allons suivre la méthode algébrique classique qui consiste a
démontrer que la catégorie des G-modules bornés admet suffisamment d’objets
injectifs (cf. [16]). En conséquence de ceci, comme dans le cas de cohomologie
usuelle (cf. [16]) ou dans le cas de cohomologie bornée au sens de Gromov [7] et
[15], nous pourrons définir la colohomologie bornée avec coefficients sans am-
biguité en n’utilisant que le complexe différentiel des cochaines bornées non ho-
mogenes. Ensuite, nous donnerons certaines propriétés élémentaires de la colo-
homologie bornée avec coefficients qui sont nécessaires pour le développement
des résultats de cet article.

2.1. EXEMPLES DE G-MODULES BORNES. Dans ce paragraphe, nous don-
nerons des exemples de G-modules bornés que nous allons utiliser pour définir
la notion de cohomologie bornée et aussi pour établir la suite spectrale de
Hochschild-Serre relativement & cette cohomologie.

DEFINITION 2. Soient G un groupe discret et V un espace vectoriel réel
semi-normé (resp. de Banach). On dit que V' est un G-module borné (resp.
de Banach) §’il est muni d’une action linéaire du groupe G telle que chaque
élément g € G induit un opérateur linéaire borné g : V. — V de norme
Il g ||< 1. On note par g.v Paction de g sur un élément v € V.

1) Soient G un groupe et R[G] l'espace vectoriel réel engendré par les éléments
de G. Puisque le groupe G agit sur lui méme par translation & droite, cette
action induit sur 'espace vectoriel R[G] une structure de G-module borné
lorsque I'on munit par la norme de type £, c’est-a-dire si z = Z;:?aigi ev
alors | 2 |, = X217 ail.

2) Dans l'exemple 1), si pour un entier n > 1 on remplace le groupe G par
le produit cartésien G™ on obtient des G-modules bornés que I'on note par
R[G"]. Le complété du G-module borné R[G"] relativement & la norme ¢; sera
noté C4 (G, R).

3) Soit V' un G-module borné. On désigne par F;'(G, V') l'espace vectoriel
des applications bornées sur le produit cartésien G™ a valeurs dans l'espace
vectoriel semi-normé V. Pour tout élément f € F(G,V) on définit sa semi-
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norme en posant :

IS o= sup{ll f(g1,-- s 9n) Il / 915+ 9n € G}

Notons que I'espace vectoriel semi-normé (F;'(G,V), || - |loo) est canon-
iquement isomorphe avec I'espace vectoriel réel des opérateurs linéaires con-
tinus L(R[G"],V). Notons aussi que si on suppose que l'espace V est un
espace de Banach il en résulte que l'espace des opérateurs linéaires con-
tinus L(R[G™], V) est topologiquement isomorphe avec l'espace de Banach
L(CY(G,R),V) ot C4(G,R) désigne le complété de l’espace vectoriel réel
R[G™] muni de la norme /¢; définie dans I'exemple 1).

Sur I'espace vectoriel semi-normé (F;*(G,V), || .|| ) on fait agir le groupe
G de facon linéaire en posant pour tout élément f € F;'(G,V) :

(g )91+ 9n) = 9-f(g 'g1,--+ .9 'gn) €V, Vg,q1, - ,gn € G.

Et, ainsi, puisque les opérateurs linéaires f € F;'(G,V) Y gef e FrHG,V)
sont continus il en résulte que 'espace vectoriel semi-normé (F;*(G, V), || . ||..)
est un G-module borné. Ajoutant aussi que lorsque I'espace V' est un Banach,
en munissant I’espace de Banach (£(C% (G, R),V),|| - |ls) par la G-action (1)
on obtient un G-module de Banach.

4) Soient E et F deux G-modules bornés. Sur I'espace des opérateurs linéaires
bornés L(E, F) on définit une structure de G-module borné en faisant agir le
groupe G sur les éléments p € L(FE, F') de la maniere suivante :

(1) (gep)(v) = g.p(gfl.'u), Vg € G,Yv € E.

Il résulte de cet exemple que le sous-espace des opérateurs bornés G-
invariants est égal a 1’espace des opérateurs G-équivariants :

(2) Lg(BE,F):=L(E,F)Y :={pec L(E,F)/Ng€G,gep=p}.

Ainsi, en particulier, si on pose F = R[G™] alors pour tout G-module borné
V on déduit qu'on a un isomorphisme :

LRGN, VY = FHHG, V) ~ FH(G,V) = LRIG"], V).

5) Soient 1 — G = I' & T — 1 une extension de groupes discrets et
V un I'-module borné. Sur I'espace semi-normé des opérateurs G-invariants
L(R[I'], V') nous allons définir une structure de II-module borné de la maniére
suivante.
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Considérons une section ensembliste s : II — I' de la surjection o (i.e.
oo s(a) = a) et pour tous les éléments a € IT et y € T' posons :

(3) axf(y) = s(@).f(s(@) 'y, VfeLaRILV).

En utilisant le fait que les opérateurs f € Lg(R[['], V') sont G-invariants,
on vérifie facilement que I'action % est bien définie et qu’elle ne dépend pas de
la section ensembliste choisie s : II — I'. De méme, notons que si on remplace
le groupe I' par un produit cartésien I'” on obtient une structure de II-module
borné sur I'espace semi-normé Lq(R[I™], V).

La proposition suivante est fondamentale pour toutes les constructions de
cette section.

ProPOSITION 1. ([12, Ch. I, Prop. 1, p. 28]) Soient E et F' deux espaces
vectoriels. On désigne par E ® F' le produit tensoriel algébrique de E et F'.

Pour un couple de semi-normes « et 8 définies sur E et F' respectivement,
lapplication || - ||: E® F — Rt définie par :

| = inf{ano a(zn)-Blyn) | u = ano Tn @Yn}, Vu€EQF,

est une semi-norme telle que pour tout espace vectoriel semi-normé V 1’espace
semi-normé des applications bilinéaires continues B(FE, F; V) est canonique-
ment isomorphisme & l’espace semi-normé des applications linéaires bornées

LE®F,V).

Le produit tensoriel E® F' munit par la semi-norme || - || s’appelle : produit
tensoriel topologique projectif [12].

Pour l'existence de la suite spectrale de Hochschild-Serre le lemme suivant
est fondamental.

LEMME 1. Soit 1 — G T 5 I — 1 une extension de groupes discrets.
Soient £ un II-module borné, F' et V deux I'-modules bornés. Alors il existe
un isomorphisme canonique entre I'-modules bornés :

(4) Lu(E,L(F,V))~ Lr(EQF,V)

ou EQF désigne le produit tensoriel topologique projectif des deux espaces
semi-normés E et F' sur lequel la structure de I'-module borné est donnée par
Paction diagonale suivante :

(5) ye(z®y)=o0(y)r®yy, VyelVzeEVyckF.
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Démonstration. D’apres la proposition 1, en oubliant les structures de I'-
modules bornés et en appliquant le principe de 'associativité, on obtient un
isomorphisme d’espaces semi-normeés :

L(E,L(F.V)) = LEQF,V)
qui est donné par 'application isométrique suivante :

U:L(EQF,V) — L(E,L(FV))
f — B — LEV)

Pour conclure il suffit de montrer que I'isométrie ¥ est compatible avec la
structure de I'-modules bornés. Puisque F est un II-module borné, on peut le
considérer comme un I'-module borné sur lequel le sous-groupe G agit triv-
ialement, c’est-a-dire pour tous g € G et x € E on a g.x = o(g) - = = z.

Soient z un vecteur fixé dans E et f € L (E®F, V). Alors pour tous les
éléments ge G et ye Fona:

fle,=)(gy) =fle®gy) = flo(9)z®9y) =9.f(z®y) = g.f(z.—)(y).

Ceci montre que f(z,—) € Lg(F, V).
Enfin, pour a € Il et 7y € T tels que o(y) = « on a pour les éléments x € F
et ye F:

1

flaz®@y) = flaz@yy ' y) =7.flz @7y ).

Dou ¥(f) € Lu(E,La(F,V)). 1

2.2. G-MODULES BORNES RELATIVEMENT INJECTIFS. Dans ce paragra-
phe, nous donnerons la définition d’injectivité relative. Cette notion permet
de montrer que la cohomologie bornée d'un groupe discret G a coefficients
dans un G-module borné est bien fondée.

DEFINITION 3. Soient FE et F deux G-modules bornés.

1. Un monomorphisme 0 — E - F de G-modules bornés est dit ad-
missible s’il posseéde un inverse a gauche dans la catégorie des espaces
semi-normés, c’est-a-dire; §’il existe un morphisme borné r € L(F, E)
tel que roi =1id,.
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2. Soit V un G-module borné. On dit que V est relativement injectif si
cha7gue fois qu'on se donne un G-monomorphisme admissible 0 —

ESSF et un morphisme a € L, (E,V) il existe un morphisme g €
L,(F,V) tel que foi=a.

Le lemme suivant donne des exemples de G-modules bornés relativement
injectifs qui joueront un role essentiel dans la définition de la cohomologie
bornée avec coefficients.

LEMME 2. Pour tout entier naturel n > 1 et pour tout G-module borné
V' le G-module borné L(R[G™], V) est relativement injectif.

Démonstration. Puisque pour tout entier n > 1 on a l’isomorphisme de
G-modules bornés :

LR[G"1],V) ~ L(R[G], L(R[G"],V))

il suffit qu’on prouve le lemme dans le cas ou ’entier n = 1.
T
Soient 0 — E—F un G-monomorphisme admissible et a : E — L(R[G],

(2
V') un G-morphisme. Pour tout vecteur xz € F fixé posons :

B(z)(g) = a(r(g.x))(1), Vgeaq.

11 est clair que f(z) : R[G] — V définit un opérateur linéaire borné. De
plus, comme pour tous g et ¢’ éléments du groupe G on a : B(g.z)(¢') =
a(r(g'g.x))(1) = B(z)(d'g) = g.6(z)(¢g") ceci implique donc que 8 : F —
L(R[G],V) est un G-morphisme.

D’autre part, notons que si on prend z € E et g € G on peut écrire,
B(z)(g9) = a(r(g.x))(1) = a(g.z)(1) = a(x)(g). Ceci montre finalement que le
G-morphisme [ prolonge le morphisme « sur ’espace F'. |

2.3. RESOLUTIONS RELATIVEMENT INJECTIVES DE G-MODULES BORNES.
Tous les complexes différentiels que nous considérons ci-dessous seront sup-
posés de degré positif.

Un complexe différentiel (K*,d,) est dit semi-normé (resp. de G-modules
bornés) si pour tout entier, n € N, K" est un espace semi-normé (resp. un
G-module borné) et d,, : K™ — K"! un opérateur linéaire continu (resp. G-
equivariant) tel que d,,+1 o d,, = 0. Un morphisme de complexes différentiels
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semi-normés (resp. G-modules bornés) est une suite d’opérateurs linéaires con-
tinus (resp. G-equivariants) f. qui commutent dans le diagramme suivant :
d& K

71

. Kn— 1 . K" dn ; Kn—l—l .

fn—lJ/ fﬂl fn+1l
L

L
SN 7 S R R —

On dira que deux morphismes f,, g, : (K*,dX) — (L*,d%) sont homotopes
lorsqu’il existe une famille d’opérateurs linéaires continus A, : K" — L™ ! tels
que,

d” ohy+h,,, odf =f,—g,, VYneN

Précisons que lorsque les morphismes f*,¢* : (K*,dX) — (L*,d%) sont
G-équivariants ’homotopie h,, : K™ — L™ ! doit étre G-équivariant.

DEFINITION 4. Soient (K., d,) un complexe différentiel d’espace semi-nor-
més et V un espace vectoriel semi-normé.

1. Si les termes K, du complexe différentiel (K, d.) sont des G-modules
bornés relativement injectifs on dira que (K, d,) est un complexe diffé-
rentiel relativement injectif.

2. Quand il existe un opérateur linéaire continu € : V. — Kj tel que le
complexe différentiel augmenté :

d do

0— K 1=V 5K, dO\Kl LK,

est exacte (i.e. Im(d,) = Ker(d,+1)) on dira que (K, d,) est une résolu-
tion cohomologique de I'espace vectoriel V.

3. On dira que le complexe différentiel (K,,d,) posséde une homotopie
contractante si, il existe une suite d’opérateurs continus s,, : K,, — K,_1
tels que pour tout entier n € Non a : sp410d, +dp_1 08, = idg, et
d_y 0 sy =1idg, avec || s, || < 1.

4. Un complexe différentiel munit d’une homotopie contractante (K, dy, s.)
s’appelle résolution cohomologique forte de I'espace vectoriel V et se
note,

s0 , 51 , 52 53

e:VoI"oul—V ‘K(]\ ‘Kl\ > Ko >
€ do di da
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La proposition suivante montre que la famille des complexes différentiels
d’espaces vectoriels semi-normés relativement injectifs satisfait a la propriété
classique de prolongement des G-morphismes de complexes différentiels. Sa
preuve sera omise, car ; elle est analogue au cas classique [13].

PROPOSITION 2. Soient (Us, dx, s,) une résolution cohomologique forte de
G-modules bornés et (V,,d,) un complexe différentiel de G-modules bornés
relativement injectifs. Alors, tout G-morphisme u : U_1 — V_1 se prolonge
en un morphisme de complexes diftérentiels de G-modules bornés unique a
homotopie prés.

De la proposition on déduit immédiatement que toutes les résolutions co-
homologiques fortes d’un G-module borné par des G-modules bornés relative-
ment injectifs sont homotopes. Ci-dessous, a tout G-module borné nous allons
associer un exemple de résolutions fortes dite : résolution standard.

Notons que d’apres la proposition, pour tout G-module borné V et pour
tout entier naturel n € N le G-module borné des n-cochaines bornées ho-
mogenes,

Fio(G, V) == LRIG"], V)

est relativement injectif. On munit le complexe des cochaines bornées ho-
mogenes Fy’ o(G, V) par la différentielle ordinaire,

i=n-+1
(6)  dn(f)(90: 91, s gnt1) = D (=1)'F(g0s-+ 1 Gis-++ s Gnt1)s
=0

oll g; veut dire omettre la composante g;. De méme, si pour tout n € N et
pour toute cochaine bornée homogene f € F'((G,V) on pose,

Sg(f):f(l) et Sn(f)(goa agn):f(g(]a 7gn51)a

on définit ainsi une homotopie contractante s, : F'o(G,V) — fgL()_l(G, V).
En effet, le complexe différentiel des cochaines bornées homogenes,

S3

S0 S1 52
0— V—>‘f,?0(G, V)—>‘df,,10(G, V)—>‘df,,20(G, V)—>‘d e
€ ’ 0 ’ 1 ’ 2

réalise une résolution cohomologique forte du G-module borné V par des G-
modules bornés relativement injectifs. La résolution (F; (G, V), dx, s:) s’ap-
pelle résolution standard du G-module borné V.
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DEFINITION 5. Soient G un groupe discret et V un G-module borné. Soit
€ : V. — I* une résolution cohomologique forte relativement injective du G-

modules borné V,
50 , s , 8 , 53

0—-V > K s K s Ko
£ do d1 dz

dont le sous-complexe différentiel des vecteurs G-invariants est noté par :

(") =Kl B REB KRG B ...

Les espaces de cohomologie H'(G, V) := H"((I*)“) s’appellent groupes de
cohomologie bornée du groupe discret G a coefficients dans le G-module borné
V. Ces groupes sont des espaces vectoriels topologiques pour la semi-norme
induite :

Ker(d, : K¢ — K¢
z € HNG,V) = er(dn : Ky 1)

a = = inf . /7 € z}.
Im(dy,—1 : KS | = K§) | 2 [loo=inf{[| 2 || cn /2 € z}

Puisque les résolutions cohomologiques fortes du G-module borné V par
des G-modules bornés relativement injectifs sont homotopes entre elles (cf.
proposition 2), il en résulte donc; que les espaces de cohomologie bornée
H}'(G,V) ne dépendent pas de la résolution cohomologique forte relative-
ment injective choisie. Par conséquent, pour définir la cohomologie bornée d’'un
groupe discret & coefficients dans un G-module borné V' il suffit qu’on consideére
le sous-complexes différentiel des cochaines G-invariantes de la résolution stan-
dard (F; (G,V),dy, sy) du G-module borné V' qui est canoniquement isomor-
phe au complexe différentiel des cochaines bornées non homogeénes :

G (G, V) = (F(G, V) = La(RIG"], V) = LR[G"], V)
dont la différentielle §,, est donnée par I’expression,

On(f)(g1s - s gn+1) = 91-f (92, Gny1)+

S D g1 gigirtse e gni)HED" (g1, gn)-
=1

Notons que le passage des cochaines bornées non homogenes au cohaines
homogenes G-invariantes et inversement se fait suivant la regle :
n-cochaine non homogene <—  n-cochaine homogene G-invariante
—1 —1 —1
flgr,--gn) <= 90-f(90 91,91 92, 195" 19n)
F(1791791927"'a9192"'gn) A F(QOaag’n)
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Par ailleurs, notons que la maniere de définir la cohomologie bornée a
partir des cochaines bornées non homogenes nous permet de voir rapidement
quon a H)(G,V) = V¢ et que le premier espace de cohomologie bornée :

f€CHG, V)| flg192) = 91-f(92) + [(91), Vg1, 92 € G}
{feC(G,V)|weVVgeq, flg) =gv—v}

Observons que si on suppose la semi-norme || - ||, est identiquement nulle
sur ’espace V il en résulte que pour tout groupe discret G les groupes de
cohomologie bornées H;(G,V) coincident avec les groupes de cohomologie
ordinaire H*(G, V) (cf. [16]). D’autre part, si on suppose que V est un espace
de Banach, dans ce cas; les espaces H; (G, V) coincident avec les espaces de
cohomologie bornée du groupe G au sens de M. Gromov [11].

De méme, notons que si on suppose que le groupe G agit trivialement sur
I'espace semi-normé V on déduit que H} (G, V)=H'(G,Ker(]| - ||, )), car; dans
un espace vectoriel réel semi-normé tout sous-groupe borné est nécessairement
contenu dans le noyau de dégénérescence de la semi-norme Ker(|| - ||, ). Ainsi,
en particulier, si V est un espace normé on aura H} (G, V) = 0.

Pour plus d’informations sur les propriétés du groupe H}(G,V) quand V
est un espace de Banach voir larticle de A. Noskov [20].

Pour terminer ces généralités sur la notion de cohomologie bornée nous
énoncerons quelques propriétés communes entre la cohomologie bornée a co-
efficients dans un espace semi-normé et la cohomologie ordinaire.

HN G, V)= {

PROPOSITION 3. ([15]) Soient G un groupe discret et V un G-module
borné. Pour tout élément fixé gy € G' on note par iy, : G — G I'automorphisme
intérieur qui lui est associé. Alors I'opérateur (igy)y : HJ'(G,V) — H}(G,V)
est égal a 'identité.

Démonstration. Si (U, ds, sx) désigne une résolution cohomologique forte
relativement injective du G-module borné V, en posant pour tout n € N
up(v) = gy ! v nous obtenons un morphisme de résolutions cohomologiques
forte telle que pour tout élément g de G et tout vecteur v de V on a :
Un (igo(9)0) = un(goggy '-v) = 995 v = gun(v). Ceci montre que les opéra-
teurs u, sont des G-morphismes. Comme les opérateurs u,, sont égaux a l'iden-
tité sur les vecteurs G-invariants; 'automorphisme intérieur 74, induit donc
I’identité sur la cohomologie bornée du groupe G a coefficients dans V. 1

COROLLAIRE 1. Soient I' un groupe discret et G C I' sous-groupe normal.
Alors, la conjugaison dans le groupe I' induit une action isométrique du groupe
quotient I'/G sur les espaces semi-normé Hj' (G, V).
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Les résultats de la proposition 3 et du corollaire 1 permettent de démontrer
le :

COROLLAIRE 2. Soient I' un groupe discret et G C T' sous-groupe nor-
mal. Alors, l'injection canonique i : G — T induit un opérateur continu
iy : H}(I',V) — H}(G,V) qui prend ses valeurs dans le sous-espace des
vecteurs I' /G-invariants.

Démonstration. Notons d’abord que 'opérateur i, : Hy'(I', V) — H}'(G,V)
est induit par le morphisme composé ¢ : Lr(R[I™ 1], V) < La(RI™1],V) 5
Le(RIG™ 1], V) ; ou le sous-groupe G agit par conjugaison sur le groupe T.

D’autre part, observons que la restriction de tout n-cocycle f € Lr(R[I"™*!],
V') sur le groupe G définit un n-cocycle foi qui est I-invariant. Ainsi, puisque
le groupe G agit trivialement sur I'espace H}'(G,V); la classe de cohomolo-
gie représentée par le n-cocycle f o4 appartient donc & l'espace des vecteurs
T'/G-invariants : [f oi] € HP(G,V)'/¢. 11

2.4. COHOMOLOGIE BORNEE DES GROUPES MOYENNABLES. Dans ce
paragraphe, nous allons introduire la notion de groupes discrets G moyennable
par rapport & un G-module borné V. Ensuite, nous allons étudier leur coho-
mologie bornée avec coefficients. Tous les résultats que nous établirons dans ce
paragraphe seront utiliser ci-dessous dans la section 3 pour calculer 'aboutisse-
ment E5" de la suite spectrale de Hochschild-Serre.

DEFINITION 6. Soient IT un groupe discret et V un II-module borné. On
dit que le groupe II est V-moyennable s’il existe un opérateur linéaire continu
p: L(R[II], V) = V (une moyenne) tel que :

1. Pour une application constante f : II — V de valeur a € V vue comme

élément de L(R[II], V') on a, u(f) = a.
2. Pour tous les éléments av de IT et f de L(R[II], V') ona u(ae f) = aeu(f)
ou e désigne action définie par (1).

La proposition suivante montre que la cohomologie bornée d’un groupe
V-moyennables est nulle.

PROPOSITION 4. Soient 11 un groupe discret et V un II-module borné. Si

le groupe 11 est V-moyennable alors pour tout entier naturel n # 0 on a,
Hp(I1,V) =0.
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Démonstration. Soit p : L(R[II],V) — V une moyenne sur le groupe II.
Pour tout n-cocycle borné homogene Tl-invaraint f € Ly (R[II"*1], V) et pour
tout élément (a,--- ,ay) € 11" désignons par

f(al,---,an) -V
I’application bornée définie par I’expression,
f(alz"'aan)(a) :f(aﬂala'” ,Oén) E‘/, VO(EH,

et dont la moyenne sera notée h(ai,- -+, an) := p(f(a, - an))-
Pour conclure que la classe de cohomologie [f] = 0 € Hy'(I, V') nous allons
démontrer que la cochaine h € Ly (R[II"], V') et que son cobord d,_1h = f.
1) Puisque p : L(R[II],V) — V est un opérateur borné et le n-cocycle f
est borné sur le produit cartésien II"*! ceci entraine que pour tout élément
(a1, ,ap) €M™ on a:

| hlens- - s om) v =I1 1(fiaranm) v <D p LN Fae o) TSRS Hloo -

D’ou h € L(R[IT"], V).
D’autre part, comme on sait que l'opérateur p est II-équivariant; donc
pour tout élément (o, ay,--- ,a,) € I"*! on aura :

(onh)(ozl,--- aan) = aﬂ(ﬁ — f(ﬁaailala"' aailan))
= aﬂ(ﬁ — Oé_l.f(Oéﬁ,Oél,"' 7an))

=a.pulae flar,an)) = Blag, - an).

D’on h € Lu(RII"], V).
2) Le cobord de la cochaine bornée homogene h se calcule en utilisant
Pexpression de la différentielle d,, 1 définie par I’expression (6) :

do 1h(og, - an) = 3 (<1) (0o, - @1, )
1=0
— (B = S f(Brao, s )
1=0
::U‘(IB_> _df(ﬁﬂaoa"' aan)+f(a07"' ,Oén))
f(a(]a"' 7an)-
Dot f = dy_1h et [f] =0 € HMILV). W
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LEMME 3. Soient 1 - G = I' 5 II — 1 une extension de groupes dis-
crets et V un I'-module borné. Alors pour tout entier n € N le groupe II
est Lg(R[T™*!], V)-moyennable. La structure de TI-module borné de I'espace
vectoriel semi-normé L (R[T" 1], V) est définie par expression (3).

Démonstration. Observons que puisque, d’apres le lemme 1, on sait que le
[-module borné Lg(R[T™*!], V) est canoniquement isomorphe au IT-module
borné L(R[I'], L(R[I'™],V)) ; cette démonstration se réduit donc au cas n = 0.

Soit f : IT — L&(R[I'], V') une application bornée. Pour tout élément v € T’
on pose :

u(f)(v) = fle())(v) € V.
Puisque f est bornée sur le groupe II ceci entraine que u(f) € L(R[I'], V).

De méme, puisqu’on sait que I'opérateur f(o(7v)) € Lo(R[T], V') on déduit que
pour tout élément g € G on a I'expression,
gen(f)) = g.u(f)g™"7) = g-f(a(g™ M) g™
=g.f (a9~ ) = p(H)(),

qui signifie que I'expression de p réalise un opérateur linéaire continu,
p: LRI, La(RL], V) = La(R[I], V).

Notons aussi que si f : II — Lg(R[['],V) est constante de valeur a €
L(R[T'],V) on aura,

w(f)(y) = fle())(y) = aly) = p(f) =a, Vyel.

Autrement dit, 'opérateur p : L(R[II], L; (R[], V)) = Lo(R[[], V') vérifie
la propriété 1) de la définition 6. Et, donc; pour conclure que p définit une
moyenne au sens de la définition 6 il nous reste qu’a vérifier que p est II-
invariant.

En effet, d’aprés 1'action du groupe II définie par I'expression (3), si on
considere une section ensembliste s : II — I" pour ¢ on peut alors écrire pour
tousa €llet yeI:

axu(f)(7) = s(@).f(o(s(@) 7)) (s(a) ")
= s(a).f(a™ o (7)) (s(a)™"7)
= plax f)(7).

Par conséquent, p est II-invariant et il s’agit donc d’une moyenne du groupe
I1 & valeur dans le II-module borné L (R[], V). &
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La proposition principale de cette section est maintenant un corollaire
immédiat de la proposition 5 et du lemme 3.

PROPOSITION PRINCIPALE.  Soit 1 — G -5 T' % IT — 1 une extension de
groupes discrets. Alors, pour tous les entiers p > 1 et ¢ > 0 on a :

Hy(T1, La(RT, V) = HP(Cy (I, Lo (R[DTH], V) = 0,

Dans la section 4 (cf. paragraphe 4.1), cette proposition jouera un role clef
dans la convergence de la suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomolo-
gie bornée avec coefficients. En effet, c’est grace & elle qu’on pourra calculer
laboutissement E5° de la suite spectrale associée au complexe différentiel
double de I'-modules bornés KP4 = C¥(IL, L (R[I'?"'], V)) constitués par les
p-cochaines définies sur le groupe II bornées et non homogenes.

3. SUITES SPECTRALES DANS LA CATEGORIE DES ESPACES
VECTORIELS SEMI-NORMES

Dans cette section, nous allons démontrer le théoréme principal A par
lequel & un complexes différentielles d’espaces vectoriels réels semi-normés
filtrés nous nous proposons d’associer une suite spectrale qui converge vers
I’homologie du complexe différentiel donné.

3.1. CAsS DES COMPLEXES DIFFERENTIELS FILTRES. Soit (K*,d,) un
complexe différentiel d’espaces vectoriels semi-normés de degré r = +1. On
dit que (K*,d,) possede une filtration décroissante positive si pour tout entier
n > 0, il existe une famille de sous-espaces vectoriels FPK™ C FP71K™ tels
que d,(FPK™) C FPK™! et que pour tout entier p négatif FPK* = K*.
Les termes FPK™ seront munis par la topologie induite. De méme, on dira
que la filtration décroissante positive F* K* est réguliere quand elle vérifie la
propriété suivante :

(7) Vg>0, 3n(q)>0, Vp>n(q) =— FPK?=0.

A chaque complexe différentiel filtré on associe les sous-espaces vectoriels
topologiques suivants :

~ ZP9={z € FPKP*9|d , x € FPH KpTatly,

— Bl ={z € FPKPY1| 3y € FP7"KPT47 d  _ y=ua};
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Zp7q .
— et EPY = . que l'on suppose munit de la structure
ZPtLa-1 + BP4
. ,ri]‘- ,ri]‘- . .
topologique quotient. Il s’agit donc d’un espace vectoriel semi-normé.
Notons que par construction des sous-espaces ZF'? et B on vérifie facile-

ment qu’on a les deux types d’inclusions :

d

D,q p+r,q—r+1 p+1,9—1 D.q p+1+r.g—1 p+r,g—r+1
p+q(Z’l‘ ) C Zr et dp+q (erl +Br71) C erl +Br71

qui montrent qu’en passant aux espaces quotient la différentielle d,, : K™ —
K" induit une famille d’opérateurs bornés d? : EP'¢ — E,I«H'T"I_M1 de
norme || d2? ||<|| d,., || tels que &2 " o @¢ = 0. Ceci signifie donc que
pour tout entier r > 0 fixé le couple (E;"",d;"™) est un complexe différentiel
d’espaces vectoriels semi-normés bi-gradués.

Avec les notations ci-dessus nous pouvons maintenant énoncer le théoreme

principal A que nous démontrerons ci-dessous dans une série de paragraphes.

THEOREME PRINCIPAL A. Soit (K*,d,) un complexe différentiel d’es-
paces vectoriels semi-normés que ’on suppose muni d’une filtration décrois-
sante réguliere FP K™ C FP~'K" qui induit & son tour une filtration décroissan-
te sur 'espace semi-normé H"(K™*,d,) en posant :

FPHPYI(K* d,) = Im(5P : HPTY(FPK*,d,) — HPT(K*, d,).
Alors, il existe une suite spectrale (E,"",dy*) qui posséde les propriétés
suivantes :

1. Pour chaque entier naturel r > 0 il existe une bijection canonique con-
tinue,
bl ™~ b *7*
EP = HPY(E™, d,).

2. 11 existe une bijection canonique continue définie sur E'? dans 1'espace
d’homologie relative HPT9(FPK* /(FPTIK*)) qui envoie la différentielle
dy sur opérateur de bord associé au triplet (FPK*, FPTLK* FPT2K*).

3. 1l existe une bijection canonique continue qui envoie la somme directe

= — =n FPH"(K*,ds
EY =@, EX" P sur EBLSWM ~ HPTY(K*, d,). Autrement
dit, la suite spectrale (E,"*, d;”*) convergent vers I’espace de cohomologie
H"(K*,d,) :

FPK*

P4~ prpta
E7Y — H <FP+1K*

) — HPTI(K*,d.).
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3.2. HOMOLOGIE DU COMPLEXE DIFFERENTIEL (E,;",d;*). Rappelons
que puisque le noyau et 'image de la différentielle d;** sont donnés respective-
ment par (cf. [10], page 77) :

1,q—1

_ Zp7q + ij' )
Ker(dP?: EP9 — Efi{’q T = ;‘: — r-1 —
erl + Brfl

et +1 1
P.q P q—
By + Z’r—l

Im(dp—nq+r—1 . pp-ratr—=1 _, EP4) =
r - Hr T 1,1 ,
ZP 4+ Bl

il en résulte que les espaces d’homologie du complexe (E,",d,) sont donnés
par le quotient :
P>q p+1,g—1
Zr+1 + erl
P4 . P-4 p+r,q—r+1 p+1,q—1 D,q
HP,Q(E*,* d ) — Ker(d’" LB = ET+1 ) _ erl +Br71
T L _ _ _ _ — — .
T Im(dg rq+r—1 . E,’f 7,q+r—1 N E;},q) Bf’q—l—foll’q 1

p+1,g—1 D.q
erl + Brfl

Ainsi, comme le troisiéme théoréme d’isomorphisme est valable pour les
groupes topologiques (cf. [9] chapitre 12, page 56) on déduit que la bijection
canonique (simplification) :

P> p+1,q—1
D,q ZT'+1 + ZT*I

P T,q—1
+1 B£7Q+ ij—l »q

» MBS d)7)
est un homéomorphisme pour la topologie quotient.
Observons aussi que si on considere la surjection canonique suivante

Psq p+1,q—1
Zp,q N Zr—l—l + Zr—l

r+1 F1,9—1
B?:q +er_17q

dont le noyau est égal & Z% N(BF? + foll’q_l), en utilisant le deuxiéme
théoreme d’isomorphisme appliqué aux groupes topologiques; on déduit alors
que l'application de factorisation définit une bijection qui est en général seule-
ment continue (cf. [9] exercice 2 du chapitre 12, page 58),
D5q D5q p+1,qg-1
NI Zri L+ 4
r+1 " p, ) Flg—1 . ) Fl,q—1°
Z7 (BT + 2750 Byt + Z7




328 A. BOUARICH

]?’aultre part, puisque les espaces BP? 4+ zPT1a71 — zpthal zrhn
Zr Tt = ZP% et B C ZP%, on déduit que I'espace quotient

D,
Zr‘i‘l — Ep7q1
P-4 D.q p+1,q—1 T+
Zr—l—l N (BT + Zr—l )
et que application composée,
Y21/ p— »q D,q . P4 y2U jolial K
(8) e _<pf+lo\I/T+1 c B, —— HPYES d)Y)

est une bijection continue. Ceci donc démontre la premiere affirmation du
théoréme principal A :

PROPOSITION 5. Pour tout entier v > 0 il existe une bijection linéaire
canonique continue 7 Effl — HPY(E™, dy™).

3.3. IDENTIFICATION DU COMPLEXE DIFFERENTIELLE (E7"",d}™). Puis-
que par définition des sous-espaces ZF'? et BZ'? on a les égalités,

Z01 = FPKPTY Zf‘lH’q_l = FPHIKPTS of que BV = PPl gpta

il en résulte donc que le terme

P zgt FPKPTa
0o = Tq—1 a i :
N N O

Ainsi grace & cette égalité, en passant au quotient ; on voit aisément que la
différentielle d, du complexe filtré K, induit la différentielle dS’* du terme EE; .
Par conséquent, si on passe aux groupes d’homologie on obtient le diagramme
commutatif suivant :

) . EP4 HP+a FPKY — HPHa(EP* 4
€ : 1 — W = ( 0 0)
P J or+a
+1 p+1,q +q+1 FPHEK +q+1 +1,%
611) 4 : El ’ —_— HP q W = HP q (Eg) ’ 7d0)

dans lequel le morphisme 0* désigne 1'opérateur de bord associé A la suite
exacte courte de complexes différentiels [10],
FPHK* FPK* FPK*
07 Frts  FoeRs  FeRiRe

0.
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Tandis que les applications el? et eff“’q désignent les bijections canoniques
continues définies ci-dessus par 1’expression (8). Ceci démontre bien la seconde
affirmation du théoreéme principal A :

PROPOSITION 6. La bijection canonique

FPK*
611)7(1 . E}l)7q — Hp+q < )

Frt1Kx*

envoie la différentielle d;™* sur Popérateur de bord d* associé au triplet de
sous-complexes (FPK*, FPTLK* FPH2K*).

3.4. IDENTIFICATION DE L’ABOUTISSEMENT EP¢.  Pour tout couple d’en-
tiers (p, q) et pour tout complexe différentiel d’espaces vectoriels semi-normés
(K*,d,) muni d’une filtration décroissante on associe les sous-espaces vecto-
riels topologqiues suivants :

~ ZPi ={z € FPK?*1/d , = =0};

— BV ={g e FPKPTI/Fy e KPT9 1 d . y=uzx};

— et, BV = ZP1/(BP? + ZPT1471) que Pon munit de la structure topolo-

gique quotient.

Notons que si pour tout entier p > 0 on désigne par j* : H"(FPK*,d,) —
H™(K*,d,) le morphisme canonique qui est induit par U'inclusion FPK* C K*
alors, en posant pour tout entier n > 0;

(9) FPH™(K*,d,) = Im(j” : H"(FPK*,d,) — H"(K*,d))

on obtient une filtration décroissante de 1’espace semi-normé H™(K*,d,). Le
terme général de cette filtration sera noté FPH"(K*,d,) C H"(K*,d,) et sera
muni par la topologie induite.

Le fait que le sous-espace Z”-9 est formé que par les cocycles de degré total
p + g = n de filtration p cela implique que la surjective canonique,

FPHPH(K*,d,)

P-4
2 FE(R d)

qui envoie un cocycle sur sa classe de cohomologie modulo le sous-espace

FPTLHPHI(K* d,) est bien définie. Ainsi, puisque le noyau de cette applica-

tion est égal au sous-espace vectoriel BP? 4 ZP+1.4~1 (preuve algébrique) ceci
oo [e @)

permet de définir une bijection linéaire canonique continue :

, FPHPH(K, d,)
(10) s B — G, (" (K", du)) = ey s
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Ainsi, par ce qui précéde nous avons démontré la troisiéme affirmation du
théoréme principal A :

PROPOSITION 7. Il existe une bijection canonique continue qui envoie la
somme directe E" = @, ., sur @, ,,Gr, (H"(K* d)) =
H™(K*,d,).

3.5. CAS DES COMPLEXES DIFFERENTIELS DOUBLES. Soit (K**, d,,d})
un complexe différentiel double d’espaces vectoriels semi-normés définis dans le
premier quadrant. C’est-a-dire, pour tout couple d’entiers (p, ¢) € Z2 le terme
KP? est un espace vectoriel semi-normé avec KP4 = 0 si p < 0 ou ¢ < 0,
et que d, : KP4 — KPt14 et d) : KP4 — KP4+l gsont deux différentielles
continues qui vérifient la relation de commutation, d,d; = dyd,,.

On désignera par (Tot(K™**),d,) le complexe différentiel total associé au
complexe différentiel double (K**,d,,d;) dont les composantes homogenes
sont définies par :

Tot(K**)" = @ KP4, etot d.=dy+ (—1)"dy.

p+g=n

Grace & ces notations, si maintenant on munit le complexe différentiel
(Tot(K**),d,) par les deux filtrations décroissantes naturelles horizontale et
verticle,

FP Tot(K**) ZK”J et  FTot(K*") ZK”
i>p Jj>q

le résultat du théoréme principal A permet de déduire qu’on aura deux suites
spectrales E°F rh €t Ery qui convergent simultanément vers I'espace de coho-
mologie H*(Tot(K* ), dy).

4. ETUDE DE LA SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE

Dans cette section, étant donnée une extension 1 - G = T' 5 II — 1
de groupes discrets ; nous allons lui associer une suite spectrale (EF?, d,) de
Hochschild-Serre en cohomologie bornée a coefficients dans un I'-module borné
V. La suite spectrale (EXY, d,) sera dégagée & partir du complexe différentiel
double des cochaines non homogenes bornées sur le groupe 11,

KM= CP(ILUY)  ou  U':= Le(RIT), V).
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En suite, sans faire aucune hypothese ni sur la cohomologie bornée du sous-
groupe G C T ni sur celle du groupe quotient IT = I'/G ; nous allons démontrer
que les termes EY"? et E5? sont donnés par les expressions explicites décrites
dans le :

THEOREME PRINCIPAL B. Soient 1 - G = T' 5 II — 1 une extension
de groupes discrets et V un I'-module borné. Alors il existe une suite spectrale
de complexes différentiels semi-normés (EF'?,d,) qui possédent les propriétés
suivantes :

1. Tl existe une bijection canonique continue du terme EP? dans l'espace
semi-normé C}(II, H!(G,V)) des p-cochaines non homogenes bornées
sur le groupe II & coefficients dans I'espace semi-normé H} (G, V).

2. 11 existe une bijection canonique continue du terme EY? dans Hy (II,
H}(G,V)) espace de cohomologie bornée associé au complexe différentiel
(Cy(IL H(G, V), dy).

3. La suite spectrale (EP?,d,) converge vers la cohomologie bornée du
groupe I' & coefficients dans le ['-module borné V :

EPT S HY(IL,HY(G,V)) = H'TYT,V).

Notons que I'énoncé du théoreme principal B améliore le théoreme ana-
logue de [21] et de [19] qui ont identifié le terme E2'? uniquement dans le cas
ot les espaces de cohomologie bornée H/ (G, V') sont des espaces de Hausdorff.

COROLLAIRE 3. Si pour tout entier n > 0, H'(G,R) =0, alors o : I' —
IT — 1 induit une isométrie oy, : Hy (I, R) — H; (I, R).

Démonstration. Puisque pour tout entier n > 0 on a H}'(G,R) = 0 ceci
entraine que EJ"" = 0 pour tout m € N. Dot E. = EX’ ~ EJ° =
H}(ILR). 1

COROLLAIRE 4. En cohomologie bornée a coefficients dans un I'-module
borné V on a la suite exacte suivante :

0 — HN(ILVY) 2 H(T,V) L HH (G, V) & HX(IL,VE) 2 HZ(T, V).

En particulier, quand V est un espace de Banach sur lequel le groupe I’
agit trivialement on a :

0— HX(ILV) & HXT,V) % Hy(G, V)" B H3(1,V) & HT,V).
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La preuve du corollaire 4 repose sur le lemme classique suivant.

LEMME 4. Soit (K*,d) un complexe différentiel munit d’une filtration
décroissante positive F*K*. Alors on a les deux propositions suivantes :

1. Pour tout triplet entiers naturels positifs p, q et r tels que max(p, g+1) <

rona:Ef’QZEfflz---:Egéq.

2. Pour tout entier naturel n > 1 on a la suite exacte :
0 — EY! — Bt & gno g .

Démonstration. 1) Puisque pour tout entier naturel p < 0 ou ¢ < 0 on
a Eg’q = 0 ceci implique que les deux termes EF Tl o E,‘PI«H'T"I_H1 sont
identiquement nuls dés que l'entier naturel » > max(p, ¢ + 1). Autrement dit,
sous cette derniere condition le terme EF'? est formé que par les cocycles de
la différentiel d, et ne contient aucun cobord non nul.
2) D’apres la proposition 1) pour tout entier naturel n > 0 on a les isomor-
phismes suivants : B2’ = - = B0 et B’ = ... = E;. Donc pour
établir la suite exacte énoncée il suffit de remarquer qu’on a par définition
Eyit =Ker(d, : E)™ " — Ep°) et que

En,O
n
Im(d, : E0" ' — ERYY

n,0 _
En+1 -

Démonstration du corollaire 3. La premiere suite exacte du corollaire
s’obtient en composant les deux suites exactes suivantes : 0 — Eééo ~ E;’O —
EL > ES 0, 0 EX — EY' B E20 5 B2’ 0, et puis, on compose
avec l'injection canonique 0 — EX EZ.

Si on suppose que le groupe I' agit trivialement sur 1’espace de Banach V
ceci entraine alors que le premier groupe de cohomologie bornée a coefficients
dans V est nul pour les trois groupes discrets G, II et I'. Ainsi, il en résulte
qu’on a les isomorphismes : EX = ES’O, Eg’2 = Eg’Q et Eg’o = Eg”o.

Finalement, pour établir la deuxiéme suite exacte du corollaire il suffit
qu’on compose les suites exactes 0 — E&P — E2 — ng —0et 0— ng —

d .. . .
E§’2 =3 Eg’o — ES:P — 0 avec de l’injection canonique 0 — ES:P — Ego |
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4.1. CONVERGENCE DE LA SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE.
Ce paragraphe est consacré a la démonstration du troisieme proposition du
théoreme principal B qui affirme que la suite spectrale de Hochschid-Serre
converge vers la cohomologie bornée de l'extension I' du groupe G par le
groupe II.

Soit I' une extension du groupe G par le groupe II; et soit V un I'-module
borné. Considérons le complexe double des cochaines non homogenes bornées,

KP1=CP(ILUY) ou U?= LRI, V)

que 'on munit des deux différentielles horizontale et verticale définies respec-
tivement pour toute cochaine de type (p,q), f € KP*¢, comme suit :
i) dip : KP4 — KPtL4 désigne la différentielle ordinaire des p-cochaines non
homogenes bornées sur IT & valeurs dans le -module borné U? = L (R[T4 ],
V).
ii) dyy : KP4 — KP4t! désigne la différentielle définie de la maniére suivante.
Pour tout élément a € II” on a: (dy f) () = dy(f(a)), ol d, est la différentielle
ordinaire de la g-cochaine homogene bornée f(a) € U? (cf. expression (6)).
Rappelons sue selon les discutions du paragraphe 3.5, puisque les deux
différentielles dy et dy vérifient la relation de commutation, diody = dy ody,
on pourra maintenant associer au complexe double (K**,d, ,d, ) deux suites
spectrales E:f’;: et E,;% qui convergent tous les deux vers la cohomologie du
complexe différentiel total,

(Tot(K**), dy = dy + (—1)Pdy).

PROPOSITION 8. La suite spectrale E: ’;{ dégénére au premier terme. C’est-
a-dire on a

Efy’;f =0, Vp>1,Vq>0.

En conséquence, I'aboutissement E7. , = H}'(I', V') et que la suite spectrale
Er} converge vers HPT4(T, V).

Démonstration. 1) En effet, puisque la seconde filtration F)/(TotK**) =
> > A" 5 la proposition 6 implique que le premier terme,

—h T dp | = HPTY(CH (L, U, dy) = HP(IL, UY).
P (Mot ) n) (Cy (11U, dn) = H} (IL,U")
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Ainsi, comme d’apres le lemme 3 on sait que le groupe IT est U?-moyenna-
ble; la proposition 4 implique donc que le terme Ef”g = 0 pour tous les entiers
p>letqg>0.

2) Maintenant, grace & la dégénérescence de la suite spectrale Efy’;f nous allons
démontrer que la suite spectrale de Hochschild-Serre converge en calculant
son aboutissement Fal'.

En effet, puisque on sait que pour tout les entiers p > 1 et ¢ > 0 I'espace
Ei’g = 0 on aura donc, Eg:,ql = 0,Vp > 1,q > 0. D’autre part, comme pour
tous les entiers ¢ > 0 on sait que 'espace,

E = HY(ILUY) = (U)" = (LeR(TH], V)",

est isomorphe avec 'espace Lr(R[T'9F1], V) des g-cochaines homogenes bornées
I'-invariantes ceci implique que le terme,

Egg = Ho,q(Ef::, di) = H;I(p’ V),VYq > 0.

Ainsi, de ce qui précede; on conclut que le terme E" =~ = ESJZ = Eg}’f =
HMT', V), et que par conséquent les deux suites spectrales EP9 et EP>? conver-
b ) ) q p q p
rh U

gent vers Pespace de cohomologie bornée HY (I, V). I

4.2. CALCUL DU TERME (EP?, dy"). Dans ce paragraphe, nous nous pro-
posons de démontrer la premiere proposition du théoréme principal B dont le
but est d’identifier le premier terme EY*? de la suite spectrale de Hochschild-
Serre en cohomologie bornée.

Rappelons que dans la section 3.3, nous avons vu que le terme Eg”;f as-
socié & la filtration décroissante Fj (Tot K**) est égal au complexe différentiel

FP(Tot K**
quotient % = EP*. Ainsi, en utilisant le fait que la filtration
FY (Tot K**) v
verticale F} (Tot(K**)) = ZK “J on déduit immédiatement que le complexe
i2p
différentiel,

(Ey).do) = (CY(ILU"), (=1)"dy).

Notons que d’aprés I'expression de la différentielle (—1)Pdy du complexe
Cf (TT,U*) on voit que les espaces des cocycles et des cobords sont donnés
respectivement par,

Z9(EDY ) = CPILZI(U™)) et BYEDT.dy) = CL(ILBY(UY)).
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Par conséquent, la cohomologie du complexe différentiel (EP>* dg) =
(CP(I1,U*), (—1)Pdy) est égale & I'espace quotient,
Z9(Ep dg) — Cp(IL, Z4(U™))

HP9(E™ dg) = - ,
(Bosd) = pager a0 ~ OF(, BI0"))

Dans le reste de ce paragraphe nous allons munir I’espace vectoriel quotient
Hp’q(E:j;‘, dp) par la structure topologique associée & la semi-norme naturelle
Il - |/loo définie de la maniére suivante :

Pour tout p-cocycle borné non homogene f : II? — Z4(U*) qui représente
la classe de cohomologie z = [f] € HPI(E["", dy) on pose :

Il 2 [lo= inf{ll g l|l..| g € Cy(IL, Z9(U")) avec f—g€ CJ(IL,BI(U"))}-

Observons que le p-cocycle borné non homogene f : II? — Z9(U*) qui
représente une classe de cohomologie = = [f] € HP(E}™" dy) permet de
construire une nouvelle p-cochaine non homogene bornée f* € CY(II, H} (G,
V')) définie de la maniére suivante :

foo I o HYG,V) = gzg;

a = fa):=[f(a)].

Sur l'espace vectoriel CY(II, H}(G,V)) des p-cochaines non homogenes
bornées sur le groupe II & valeurs dans l'espace vectoriel semi-normé H)/(G,V)
on définit la topologie associée a la semi-norme naturelle suivante :

1% lloe= sup{|| [f ()] [l | Ver € 117}

ot || - [|oo désigne la semi-norme standard définie sur 'espace quotient H) (G, V)
= 29U/ BY(U").
PROPOSITION 9. Relativement aux semi-normes ||| - ||| €t || - ||e 'appli-

cation linéaire

Cy(I1, 2(U~))
o, p) — HILEV)

(/] - f*

T, HPUED do) =

p.q

est un homéomorphisme.
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Démonstration. 1) m,  est continue : En effet, si on considere un p-cocycle
borné non homogene f € C}(II, Z9(U*)) on aura pour tout a € II” une classe
de cohomologie [f(a)] € H)(U*) = HJ(G, V) dont la semi-norme,

I [F ()] lloo = Inf{]| 2 [loc /2 € [f ()]} <I| f(@) lloc
<[ f Nloo= sup{l| f(@) [loo /ex € TIP}.

Donc, si on passe a la borne supérieure dans I'inégalité || [f(a)] |loc<|| f lloo
sur tous les éléments « € TI? on obtient, || f* |« <|| f |loc - Puisque pour tout p-
cocycle borné non homogene g € C} (I, Z4(U*)) tel que f—g € C}(II, BL(U*))
on sait que la classe de cohomologie,

on déduit que I'inégalité || f* |l«<|| f ||oc Peut s’écrire en effet sous la forme,
1 o=l g llos, Vg€ CPLZYUY)) tel que f—g € Cy(IL BYUY)).

Ainsi, si on remarque que f* = m, ([f])) alors en passant & la borne
inférieure dans la derniere inégalité tout en faisant varier les p-cocycles bornés
non homogenes g € C} (11, Z1(U*)) tel que f — g € Cy(I1, B4(U*)) on obtient
I’inégalité suivante,

17, o (D) lo=I1 f* o< inf{ll g oo /f —g € CYALBYU))} =l [f] oo,

qui prouve que Vapplication linéaire m, : HP9(Eyy, do) — Hy (11, H (G, V)
est continue.
2) 7, est injective : En effet, si pour un certain p-cocycle f : IIP — Z9(U*)
borné non homogene on a, m, ([f]) = f* = 0, il en résulte que pour tout
a € II” on a [f(a)] = 0 € HY(G,V). Ceci implique donc que le p-cocycle
f 1P — Z9U*) prend Sespx(/alem;s( ga;l)s le sous-espace des cobords BY(U*) C
. . C, (IL, Zz4(U™

Z9U*). D'ou, [f]=0¢€ W.
3) m,, est surjective : Etant donné un réel ¢ > 0 une p-cochaine y: IIP —
H}(G,V) bornée non homogene élément de I'espace (Cy (IL, H (G, V), || - [le) ;
on se propose de montrer qu’il existe une p-cochaine bornée non homogene
[P — Z9(U™) telle que 7, ([f]) = f* =y.

En effet, si pour tout élément o € IIP on applique la définition standard de
Z9U*)
B1(U¥)

la semi-norme || . || définie sur I'espace de cohomologie H}(G, V) =
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on peut alors trouver un p-cocycle f, (a) € Z9(U*) tel que

[f., (@] =yla) € HY(G.V) etaque | f. () ],00<e+ Iyl |-

Notons que si on considére 'application f,  : I — Z%(U*) qui associe &
a € II? le g-cocycle f:(a) on obtient ainsi une p-cochaine bornée élément de
I'espace vectoriel C} (II, Z9(U*)) car pour tous les éléments a € IIP on a,

1 fe (@) ooy < et ll9(@) lo< e +sup{]| y(a) [ /Va € TP}
= et [y [le< 400

Ainsi, puisque par définition de la cochaine bornée f.  on a pour tout
acll?:

Ty ([foy D) = f2 () = [, (@)] = y(a) =
T, (., ) = f2, =y € CYIL HJ(G,V))

on conclut donc que I'application linéaire 7, est surjective.

4) Un inverse linéaire continu de 1’application m,, : Rappelons que d’apres
le paragraphe précedent, étant donné un réel ¢ > 0 on a trouvé un p-cocycle
borné f. € Cg’(H, Z9(U*)) tel que pour tout « € IIP on a || f, () <
e+ [l y(a) || et avec m, ([f.,]) =12, =v.

Notons que la classe de cohomologie trouvée [f. ] € HP9(Egy,dg) ne
depend que de la classe seule y € C} (I, H) (G, V)). Parce que si on considére
un autre réel €’ > 0 on peut trouver un p-cocycle borné fa, € Cl(11, Z9(U*))
tel que pour tout a € IIP on a,

”zq(U*)

| £, (@) yagpey< €' 9(@) Il

avec T, , ([fs,y]) = f:,y = y. Ainsi par injectivité de I'application 7, , on déduit
qu’on a,

mllf) = £, =y =, (£, ) = £, =
(L =1f, 1=, Ve> 0, > 0.

Observons maintenant que si on considere I'application linéaire suivante,

Cy (11, Z(U™))
CY (11, B4(U*))
Y - [fy]

Aot GILHY(G,V))

p.q
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on obtient ainsi une application linéaire qui réalise un inverse continu pour
\ .. e . \ .. . .
I'application bijective 7 4. En effet, 'application linéaire A est continue
parce que de 'inégalité,

[ few (@) ooy < et T y(@) |l Ve € TI7,

on tire I'inégalité suivante

17y (@] oo <N F2y (@) [ ga ey < et [l yla) [l
<e+supf] y(a)/Va e I} = e+ | y [l .

Et, comme on sait que la classe de cohomologie [f. ] = [f,] et que la
semi-norme

I {fy] Moo= inf{]l g o /¥g € Cy(IL, Z4(U")) avec f, —g € Cy(IL, BYU")}

on déduit alors que I'inégalité précédente implique qu’on a, ||| [fy] ||lec< e+

e
Finalement, si on fait tendre le réel € > 0 vers zéro on obtient 1'inégalité,

A0 @) =l ] N <l Mo

qui montre que I'application linéaire A est continue et que par conséquent
Papplication linéaire m,  : HP4(E; ", dy) — Cy(IL, H{(G,V)) est un homéo-
morphisme. 1

Maintenant, si on regroupe les résultats des propositions 5 et 9 qu’on
vient de démontrer; on conclut qu’il existe une bijection canonique continue
qui envoie le premier terme EP? de la suite spectrale de Hochschild-Serre
en cohomologie bornée sur I’espace des p-cochaines bornées non homogenes
Cy (I, H}(G,V)). Ceci donc démontre la premiére proposition du théoréme
principal B.

4.3. CALCUL DU TERME EP"?.  Dans ce paragraphe, nous allons achever
la preuve du théoreme principal B en démontrant la proposition suivante qui
identifie le second terme E5'? de la suite spectrale de Hochschild-Serre.

ProposITION 10. II existe une bijection canonique continue qui envoie le
second terme EY? de la suite spectrale de Hochschild-Serre sur I'espace de co-
homologie bornée Hy (I1, H} (G, V')) du complexe différentiel (C; (I, H (G, V)),
dg).
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Démonstration. Notons qu’il est classique de vérifier que I’application com-
posée m, o el’! envoie la différentielle d”* du premier terme EP1 sur la
différentielle dyy des p-cochaines bornées non homogenes sur le groupe II a
valeurs dans ’espace Hg (G,V). Autrement dit pour chaque couple d’entiers

p et g on a un diagramme commutatif :

P>q ef’q p+q FPK* p+q Py* Trp‘q P q
E1 e H W =H (EO’ ,d()) E— Cb (H’Hb (G,V))

dzlhq J aerq J dl’i[’q j

pita s (FPTKC PAa+10 pptl o4l ~pt1 q
El e H W =H (EO ’,do) —g Cb (H,Hb(G7V))

Ainsi, comme le morphisme des complexes différentiels semi-normés
T, .© e)lk’* : (ET,*, dl) — (CI);k(Ha H;; (G7 V))a dH)

est bijectif continu, donc; par passage aux espaces de cohomologie on obtient
des homomorphismes bijectifs continus,
(m,, 0elT),: HPYED" dy) — HY(IL, H(G,V)).
D’autre part, puisque d’apres la proposition 5 on sait que le morphisme
canonique 5?1 EY'? — HP9(E", dy) est une bijection continue; on déduit
finalement que I'application composée

D>q e s [qPA( B (7, 0 €0%)s D q
Eg,’v HY (El adl) ” Hb (HaHb (G7 V))
est une bijection continue. [
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